3.1 Teste da Integral

Seja Y., x, tal que x,, > 0 para todo n > 1. Logo s, = Y.;_, Xk cresce, portanto

‘ Y, x, converge se e s se {s, } € limitada ‘

Lembrete 3.1.1 — Integral Imprépria. Suponha que [” f(x)dx existe para cada ¢ > a. Se
lim, .. [/ f(x)dx existir, denotaremos

[2 f(x)dx:= lim [! f(x)dx.

t—roo

e diremos que [ f(x)dx converge. Caso contrério, se tlirn [} f(x)dx nido existir, diremos que
—>00
[7 f(x)dx diverge.

Teorema 3.1.2 — Teste da Integral. Seja f: [p;0) — R, p € IN, uma fungdo continua, positiva
e decrescente e x, = f(n),n > p. Entdo

Y1 X, converge <= [ f(x)dx converge,

Yo%, diverge <= [7 f(x)dx diverge,

Demonstragdo. Observe que ), x, converge <=}, x, converge. Considere }.; x;.
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Figure 3.1: Teste de integral

Analisando Figura 3.1, obtemos

Syt x < [ 3.1)
p
n

Xp 4+ Xpp1 X0 2/ f(x)dx. (3.2)
p

1) Primeiro suponha que | ; X, converge, assim (3.1) implica

oo

i X < /nf(x)dx S/ f(x)dx,

p+1 P P
desde que f(x) > 0. Ou seja

n )
Sp=Xp+ an Sxp—l—/ f(x)dx=M,
p+1 P
e s, < M. Portanto {s,,}l‘;o ¢ limitada superiormente. Além disso s,+1 = s, + Xu+1, pois x, > 0,
portanto {s, } cresce. Isto implica que {s, } converge e },~_, x, converge.
2) Agora suponha que [;°x, diverge. Assim [} f(x)dx — oo, quando n — oo, pois f(x) >0
Formula (3.2) implica que
n n—1
[ #@ar< ¥ w=s.
p

k=p

ou seja s, — oo, se n — . Logo }"_, x,, diverge.
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m Exemplo 3.1 Séries harmdnicas generalizadas
|
Y —. o cR.
noc
n=1

1
a) Se a <0, série diverge pelo Critério do termo geral, pois — — eo quando n — o,
n
b) Seja ov = 0. Entdo

© q )
Yog= Y l=e
n=1 n=1

¢) Seja & > 0. Suponha que f(x) = —, assim f(x) € continua, positiva, decrescente em [1,)
x

1
e f(n)= e No caso o # 1 temos

—dx = lim x %dx = lim =lim —— = 1
X% b—roo J1 b=l —Qll boeo 1—o 1T—a o>1.

/oo 1 o0 xl=o b pl—a _1 oo, o<1
1

Pelo Teorema 3.1.2, a série diverge para 0 < o < 1 e converge para & > 1. No caso o = 1
série é harmoOnica, portanto é divergente.

: e L
Finalmente, temos que a série } ,°; — diverge para todos & < 1, e converge para todos ¢ > 1.
X

= Exemplo 3.2 Estude a convergéncia da série

> 1
, >0
n; n(lnn)®
Solugdo. Seja f(x) = {inn)E" A fungdo f(x) é positiva, continua, decrescente. Se & # 1, obtemos
x(Inx
dx Inx = u, du ul—a ul—a lnxl—a
/x(lnx)‘x du = —dx. /u‘x l-aa 1-a l-«a
X
Portanto
1-a
/m x /b dx . (Inb) "~ (In2)"¢ _<1f112), a1
——— =1lm [ ——— = lim = i
2 x(lnx)“ b—eo J? x(lnx)“ b—yoo l1-o o, o<l

Se oo = 1, temos

= d = d(l
/ ax :/ Un) _ iy Inlnx|, = lim (Inlnb —Inln2) = eo.
> xlnx > Inx b—roo 2 poe

Resumindo, concluimos que ), 5 converge se & > 1 e divergese 0 < o < 1. 3=)

b
n(lnn)
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3.2 Estimativa da soma de Série

Seja f(x) : [p,e0) — R uma fung@o continua, positiva, decrescente e f(n) = x,, para todo n > p.
Seja ), x, convergente. Temos

oo 17 [
S:an:x1+xz+~--+xn+--~:Zx,ﬁ— Z Xp = 58p+Rp,
n=1 n=1 n=p+1

com R, =} | X,. A soma s, e aproximagdo da S, entdo

Ry=S—sp=Xpr1+xpi2+-= Y x
n=p+1

€ oresto R, € o erro de cdlculo da S. Analisando Figura 3.1, temos

oo

RP:xp+l+xp+2+'“§/ f(x)dx,
P

0o

Ry =Xpt1+xpt2+--- Z/ f(x)dx-
p+1

Portanto
/N f(x)dx <R, < /wf(x)dx, ou (3.3)
p+1 p
Sp+ f(x)dx<S<s, +/ f(x)dx. (3.4
ptl p

m Exemplo 3.3 Aproxime a soma da série

1) A série Z::Zl m

positiva, decrescente em [1,o0] e f(n) =

converge pelo Teorema 3.1.2. De fato, f(x) = ¢ funcdo continua,

14+x2

Temos

1+n2
/°° 1 J I ) ‘b T T T
——dx = lim arctanx|, = - — — = —
1 1+x2 b—soo 1 2 4 4’
assim série converge.

f‘, b _ v b e b et
211 141 441 941 P2 5T s

n=1

Agora pelo (3.3) temos

E—arctan4— °<’£<R </wdx—7carctan3
2 I PR T R el N NI R) '

Por outro lado, pelo (3.4) temos

4 4
s + g —arctan4 < § < 5 + g — arctan 3.
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2)
il 1+ +5 el i r=20 1k
= 16 T 14a T
Assim pelo (3.3)
/ R / dr _1
XS X2 4
e pelo (3.4)
205 205
02+m_5_m+0 25.
3.3 Teste de comparacdo (TC)
1
E lo3.4 1
= Exemplo 3 ) Lo 131
Solugdo. Note que
1 1
313

entao

W=
—_

L Lol
Srn<ra<fi-ri-:

w2 \

> s,—1). Assim s, converge, e

. L, . . .
Ou seja s, < 5 ¢ limitada e crescente (pois s, = S,—1 +

341
- ! converge também )
L \% . i-
1
) Zn 21I1
- ) 1 1
Solucdo. Inn < nparan > 2. Assim — > —, e
Inn  n
] "]
Sp=Y —> Y —=1,
L~ Lk

Mas a sequéncia {#,} ndo é limitada, pois },_, . diverge. Portanto, {s,} é crescente e ndo limitada,

;=)

: |
easérie ), — diverge.
““Inn

O exemplo anterior pode ser generalizado:

Teorema 3.3.1 — Teste de comparagdo. Sejam Y, x, e Yy, tais que
0<Xx;<yn, nz=p.

Entdo: 1) Se },"_, y, converge, ), x, converge também.
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2) Se Y- x, diverge, Y~ y, diverge também.

Demonstragdo. Lembra que )" x, converge se e s6 se )., x, converge, assim basta analisar
apenas Y., x,. Sejam s, = ZZ:pxk, t, = ZZ:pyk eT = Z,}"’:p yk. Como x,, > 0, y, > 0 temos que
{sn} e {t,} crescem (s,4+1 = sp +Xnt1 > Sp).

1) Temos ¢, —t se n — oo, logo t,, = ZZ:pyk < Zf:py,, =t. Como x,, < y,, n > p, concluimos

ou seja s, <1, <t. Portanto {s,} € crescente e limitada. Entdo {s,} converge e Y Xn CONVerge.
2) Temos s, — o se n — o, pois {s,} é crescente. Como x, < y,, n > p, obtemos Zzszk <
Yo p Yk OU s, < . Sequéncia {t,} é crescente e ndo limitada, portanto #,, — o ou Y ;_ Y diverge.

[ |
w 1 1
mExemplo3.5 1) ), —sen—.
n n
- x ) 1 1
Solugdo. Sabemos que senx < x, x € [0,5]. Assim sen— < —, n > 1. Portanto
n_n
1 1 1
0<sen— - < —-
nn-n
w 1 w 1 1
Como )", — converge, pelo Teorema 3.3.1 };°_; —sen — converge. )
n n n
4
2)¥yr
) Lo Tn3+5n+1
Solugdo. Temos
4 < 4 > 1
— < —, n>1.
T3 +5n+1 "~ 7nd
(o e 4 A
Além disso a série ) -, T3 Yo -3 converge, logo
i 4
= n3+5n+1
converge. ;=)
2
n
HY .
) anl n3 +n+1

2 1

— n
wnt+l 1454

Solugdo. Temos - Note que

n3



3.3 Teste de comparacdo (TC) 33

entao
= 1
1n 1 Z 5
I+-5+-5 " 3n
2

1
Série ), I diverge, logo pelo Teorema 3.3.1 a série ), n3—|—nin+1

diverge também.

3-)



